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Les construccions
geometriques euclidianes.
La papiroflexia i les
matematiques cartesianes'

Josep Pla Carrera
Matematic i historiador

Resum | Abstract

El meu renebot Xandre em va demanarsili | My nephew-grandson asked me to explain to
podia explicar quina és la matematica que | him the mathematics behind origami. |
hi ha en la papirofléxia. Li vaig respondre | answered him with these pages that Nou
amb aquestes pagines, que publica el Nou | Biaix has decided to publish in two parts:
Biaix en dues parts: «Les construccions | «Euclidian geometric constructions» and
geometriques euclidianes» i «La | «Origami and Cartesian mathematics».
papirofléxia i les matematiques
cartesianes».

1. La geometria euclidiana del regle i el compas
1.1. Elregle i el compas
Comencem pel comencament. Per qué el regle i el compas?

1.1.1. L'escola de Plato

El segle ivaC, Platé (427 aC-347 aC)? —potser fora millor dir I'Escola platdnica— va fixar que les
uniques eines que es poden acceptar en la construccié geométrica son el regle [R] i el compas

1. Comencat a Barcelona el 29 d’octubre de 2023.
2. Sibé el seu nom era «fill d’Aristo» AploTokA'no, se’l coneix com a M\’ atwv. Per a una biografia dels autors
esmentats, vegeu [Mr MacTutor:1994-2023].
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[C] —és a dir, els ginys que poden concdrrer en la construccio sén les rectes i les circumferén-
ioc 3
cies.

1.1.1a. Aixo, quésignifica Significaque els tnicspunts que s'admeten sén els que s'obtenen
tallant dues rectes, una recta i una circumferéncia o dues circumferéncies.

Figura 1. Construccions basiques amb regle i compas.

Es a dir, en cada construccié s’'obté un punt nou que esdevé un punt acceptat en aquesta
construccio i en les posteriors.

De retruc, ho son les rectes que passen per dos d'aquests punts i les circumferencies amb el
centre en un dels punts i que passen per l'altre.

En la figura 1, hi ha, de fet, dues menes de figures:

a) En les dues primeres caselles superiors de I'esquerra veiem dos punts i, en les correspo-
nents de sota, la recta —i també el segment— i la circumferéncia que aquests dos punts
determinen.

b) En les tres superiors de la dreta, hi ha dues rectes, una recta i una circumferéncia, i dues
circumferencies. Les de sota marquen els punts que aquests objectes determinen, en
tallar-se.

1.1.1b.Comprocedim? Percomencar, necessitemalmenysdospunts.S'acceptal’'existéncia
d’'un segment unitat, és a dir, dos punts que en son els extrems: 1. A partir d’ells, es generen
0 1

més i més punts: O,,P1,P,,...,P,, ...
Exemple 1. Volem construir un quadrat de costat Ol.

Per fer-ho, a) Hem de construir dos punts P; i P, de manera que els segments d’extrems / i Ps,
Oi P4, iPsiP,siguin els costats del quadrat.

b) Cal demostrar que el que hem construit és el que voliem. Es a dir, que el poligon [(JOIP;P,
de véertexs O,/,P; i P, és efectivament un quadrat.

3. [Boyer:1949], nota 52, p. 27. [Pla:2016], p. 256.
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Recordem la definicio de quadrat:

Definicié de quadrat. Un quadrat és una figura limitada per quatre segments rectilinis iguals i
perpendiculars dos a dos.* »

Veiem els passos a), b) i ¢) que cal fer. La resta de passos sén analegs.

Figura 2. Construccio de quadrat de costat Ol.

Pas 0) Tenimels puntsOil.
Pas a) Tirem la recta £ que passa per Oil.[R]

El segment Ol, d’extrems O'i /, és el costat amb el qual volem construir el quadrat.
Pas b) Amb centre en /, fem la circumferencia O, que passa per O. [C]

Aquesta circumferencia talla £ pel punt P;, que s’ha generat de manera correcta. Per tant,
hi podem treballar.

Pas ¢) Consta de tres subpassos:
Subpas ¢;) Amb centre en O, tirem la circumferencia O, que passa per per P;. [C]
Subpas ¢;) |, amb centre en P;, la O3 que passa per O. [C]

Subpas ¢, i ¢;) Les circumferéncies O, i O; es tallen pel punt P,,° construit correctament.
Per tant, hi podem treballar.”

Subpas c3) Tirem la recta £’ que passa pels punts P, i /. [R]
Aquesta recta talla O, pel punt Ps, que és correcte i que, per tant, podem utilitzar.

Nota 1 Hem fet la perpendicular a un segment donat per un dels seus extrems.

| determina el darrer costat, d’extrems P; i /, del quadrat buscat. &

. [Pla:2018], D122, p. 80.

. Aquest simbol indica el final d'una definicié.

. Sobre I'existencia d'aquest punt, vegeu les notes 269 i 387 de [Pla:2018], p. 88 113.
. Fixeu-vos que, en realitat, per determinar el punt P, només cal el compas.

. [Pla:2018], Ei 46, p. 147-148.

o NOYUL N
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Exercici 1. Feu els passos que falten per tal d'aconseguir els quatre costats del quadrat. [In-
dicacid. El costat que surt del punt O és mutatis mutandis com el que acabem de fer: és la
perpendicular a Ol pel punt O. El quart costat és molt més simple d’obtenir un cop tenim el
punt P,. Només cal I'Gs del regle.]

1.2. Els Elements d’Euclides

El segle i aC, Euclides (E'uk\e18n0)° 325 aC-265 aC) va escriure els Elements (SToixeta), una
de les obres matematiques cabdals de tots els temps.

1.2.1. l'axiomatica euclidiana

En el tractat euclidia es fixa I'axiomatica de la geometria grega d'acord amb les indicacions
platoniques i la metodologia del raonament deductiu fixada per Aristotil (Apiotot eAno) (384
aC-322 aC).

L'autor hi estableix, abreujant, les definicions dels objectes geometrics, les nocions comunes
—o principis valids en ciencia i filosofia—, i els postulats —allo que hem d’admetre, sense
demostracio, com a vertader en geometria.

En sintesi, els postulats d’Euclides els podem reduir a aquests tres:
Postulat de la recta. Donats dos punts, existeix sempre una recta, i només una, que

passa per tots dos. Es a dir, dos punts determinen una recta Unica

Postulat de la circumferéncia. Donats dos punts, existeix sempre una circumfe-
réncia, i només una, que en té un com a centre i que passa per l'altre. Es a dir, dos
punts determinen una circumferéncia Unica.

Postulat de les paral-leles euclidia. Donada una recta i un punt exterior a ella,
sempre n’hi ha una altra que passa pel punt donat i és parallela a la donada —és a
dir, que no la talla.

La geometria que aplica aquests postulats s'anomena geometria euclidiana. Es la que
aprenem a l'escola i la que treballarem aqui.

La negaci6 del postulat de les paralleles comporta dues possibilitats:

Postulat el-liptic de les paral-leles. Pel punt no és possible tirar cap recta paral-lela
aladonada.Lageometriaque aplicaaquest postulats'anomenageometriaelliptica.

Postulat hiperbolic de les paral-leles. Pel punt és possible tirar més d’una recta
parallela a la donada [ifins i tot infinites].

La geometria que aplica aquest postulat s'anomena geometria hiperbolica.

[ la geometria que no fa servir cap d'aquests tres postulats s'anomena neutral.

9. [M; MacTutor:1994-2023]. Vegeu la nota 2 (pagina 66). No ho tornarem a recordar.
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1.2.2. Els problemes i els teoremes

Una altra qiiestié important que Euclides recull als Elements és la distincié entre les proposi-
cions: els problemes i els teoremes.

Un problema és una proposicié que demana construir I'objecte geometric.
Exemple de problema. Construir un quadrat d’un costat donat.

En un problema, com ja hem indicat abans, cal fer dues coses:

a) De primer, construir 'objecte.
b) Després, demostrar que hem construit el que es demanava.

Aixi és com procedeix Euclides en els Elements. De les 465 proposicions, 98 sén problemes, i
la resta, teoremes.0

Un teorema és una proposicié en la qual es demana demostrar una propietat partint de la
definicio de 'objecte, les nocions comunes i els postulats.

Exemple de teorema. La sumadels angles externs d’un triangle arbitrari és igual a quatre angles
rectes.!

1.2.2a. Una qiiestio epistemologica En el cas dels teoremes no cal que I'objecte que té la
propietat s’hagi construit. Es un objecte ideal.

L'exemple de teorema val per a I'heptagon i I'enneagon regulars (poligons regulars de 7 i 9
costats), que no es poden fer amb regle i compas.

En el cas dels problemes, en canvi, cal construir I'objecte. Es un objecte real, és a dir, existeix.

Euclides estableix I'existéncia dels poligons regulars de tres, quatre, cinc i quinze costats —diu
com s’han de construir i demostra que els ha construit.

I, com que veu que és possible dimidiar un angle (2.1, pagina 89), també sén construibles
tots els que s'obtenen doblant el nombre de costats d'un ja construit. Es a dir, els de sis, vuit,
deu, dotze, setze, vint, etc costats.

1.2.2b. Intervé Gauss Ens podem fer la pregunta segient:

Pregunta. N'hi ha més, de poligons regulars construibles amb regle i compas?

10. Hi ha una traducci6 catalana dels Elements d’Euclides, a [Pla:2018] i [Pla:2020]. En linia, en catala, a
https://web.archive.org/web/20130901142522/http://euclides.org/menu/elements_cat/indexeuclides.htmitLlibre
%20I. La informacié sobre els teoremes i els problemes la trobareu a [Pla:2018], §1.3, taules 1.2 1.3, p. 12-13.

11. Esbasa en el teorema euclidia: «La suma dels angles interiors d’un triangle és igual a dos angles rectes».
[Pla:2018], p. 12-13. En les geometries no euclidianes, la suma dels angles és més petita (hiperbolica) o més gran
(elliptica) que dos angles rectes.


https://web.archive.org/web/20130901142522/http://euclides.org/menu/elements_cat/indexeuclides.htm#Llibre%20I
https://web.archive.org/web/20130901142522/http://euclides.org/menu/elements_cat/indexeuclides.htm#Llibre%20I
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Passarien molts segles abans que un jove de divuit anys, Gauss, establis el seu teorema:
El poligon regular de disset costats és construible amb regle i compas.

| en la seva obra Disquisitiones arithmeticae (1801) demostra que tots els poligons regulars
son construibles amb regle i compas.'?

1.3. Variacions del regle i el compas

Un cop hem acceptat que les eines geomeétriques acceptables son el regle i el compas, ens
podem plantejar algunes preguntes:

Pregunta. Podem fer les mateixes construccions geometriques:

1. amb un compas amb memoria que amb un sense memoria, i el regle?
2. amb un compas rovellat que amb un de no rovellat, i el regle?

3. només amb un compas?

4. només amb un regle?

1.3.1. Elregle i el compas sense memoria

Definicions de compas amb i sense memaoria Un compas té memoria si, quan aixequem un
dels dos extrems del paper, no es tanca: recorda la darrera distancia entre els dos punts. En
canvi, no té memoria si, quan un dels dos extrems deixa de tocar el paper, es collapsa com si
tingués una molla. ¢

Teorema. Ambdds compassos sén equivalents.

Es a dir, amb l'ajut del regle, tant 'un com l'altre permeten fer les mateixes construccions.'?

Aixod és consequiencia de la proposicié 2 del llibre primer dels Elements.

Proposicié 2. Es possible transportar un segment donat amb un extrem en un punt també donat.
Aquesta proposicié s'estableix immediatament basant-se en la primera.'

Proposicié 1. Es possible construir un triangle equilater de costat donat.

12. Disquisiones arithmeticae. [Gauss:1801]. Es un text complex, la comprensié del qual depén d'uns bons
coneixements previs. La seccio I, que recull molts dels resultats d'aritmética precedents, és molt clara i entenedora,
i la seva lectura molt aconsellable. Disposem de la traduccié catalana de G. Pascual. En aquest text, Carl Freidrich
Gauss (1777-1855) estableix que el nombre N de costats d'un poligon construible amb regla i compas és de la forma
N:=2MF;---F,onm = 0iels Fx son primers, diferents, i de la forma Fy:= 22 4 1,amb k > 0. Aquests nombres,
que es coneixen amb el nom de nombres de Fermat, els va introduir Pierre de Fermat (1607-1665) I'any 1640. Va
conjecturar que tots ells eren primers, perd I'any 1740 Leonhard Euler (1707-1783) va demostrar que Fs és compost.
Actualment, no sabem si per am > 5, n'hi algun que sigui primer. La conjectura ara és que, peram = 5, tots els Fp,
sén compostos.

13. Esevident que el compas amb memoria té, en principi, més possibilitats que l'altre.

14. Cap de les dues depen del postulat de les paralleles. S6n proposicions neutrals.
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Euclides fa les dues construccions —la de la proposicié 1ila de la 2— amb un compas sense
memoria.'®

1.3.1a. Transport d'un segment a un punt D’entrada, fixem-nos en el problema que pro-
posa la proposicié 2.

Problema. Volem transportar un segment donat AB amb un extrem en un punt C també donat
(figura 3).

Figura 3. El transport d’'un segment amb un compas amb memoria.

1.3.1a,. Amb el compas amb memoria Sitenim un compas amb memoria i volem portar
el segment AB al punt C (figura 3), no tenim cap problema.

Construccio

e Punxem una punta en el punt A del compas i I'obrim fins que I'altra cau damunt de B.

e Sil'aixequem, es manté obert en aquesta posicié perqué té memoria.

e El portem al punt C. Es a dir, punxem en el punt C i I'altra punta marca un punt £ [en tota
una circumferencia de possibilitats].

e El segment CE seraigual al AB [ja que C té memoria]. '

La dificultat es presenta quan volem resoldre aquesta qiiesti6 amb un compas que no té
memoria.

1.3.1a,. Amb el compas sense memoria La construccio és un pel més complicada. Vegem-
ne els passos.'®

Construccio

Pas 1. Unim un extrem del segment donat AB —per exemple el B— amb el punt C al qual
volem portar AB (figura 4). [R]

Pas 2. Construim el triangle equilater de costat BC, /A BGC. [Com veurem, ho podem fer, per
la proposicié 1, amb un compas sense memoria.]

15. Com que el compas d'Euclides no té memoria, necessita establir la proposicié 2.
16. [Pla:2018], p. 89-90.



desembre 2024+73

Figura 4. La proposicio Il dels Elements d’Euclides.

Pas 3. Tirem la recta que passa per G i per I'extrem B del segment AB que hem triat. [R]
Pas 4. Amb centre en B, fem la circumferéncia, d'arc AD, que passa pel punt A. [C]
Talla BD pel punt D [un punt valid].
Pas 5. Amb centre en G, tirem la circumferéncia que passa pel punt D, d’arc DE. [C]
Pas 6. Tirem la recta que passa per G i el donat C. [R]
Talla la circumferencia per E [un punt valid].
El segment CE —que és igual a AB— té un extrem en el punt C. Es a dir, és el segment
buscat. &

Com sabem que el segment CE és igual al AB?

Cal demostrar-ho basant-se en la naturalesa dels objectes, i aix0 és el que estableixen les
definicions i les proposicions ja establertes.

Definicié de circumferéncia. Es una corba tancada els punts de la qual equidisten amb un punt
donat que s'anomena centre. Els segments que uneixen els seus punts amb el centre s‘anomenen
radis. Es a dir, tots els radis sén iguals. ¢

Definicié de triangle equilater. Un triangle equilater és una figura limitada per tres costats
iguals. ¢'8

Demostracio

Pas 1i 2. Els segments AB i BD, i GD i GE sén dos radis de les circumferéncies d'arcs ADi DE.
Per tant, sén iguals. [Definici6 de o]

Pas 3. Tenim que GD = GB + BD i GE = GC + CE i GB = GC [Definici6é de A equilater].

17. [Pla:2018], D20, p. 80.
18. [Pla:2018], Di15i 16,p. 79.



74+ noubiaix 51

Pas 4. Si d’iguals traiem iguals, el que resta és igual al que resta.’”

Pas 5. Per tant, els segments CE i BD sén iguals.

Pas 6. Perd dues coses iguals a una tercera sén iguals entre si.20

Tenim, doncs, que AB = BD i CE = BD, i, per tant, CE = AB. ®

Proposicid I. Ha quedat pendent veure que, amb un compas desmemoriat, podem fer un
triangle equilater de costat donat AB (figura 5).

Figura 5. La proposicio6 I.
Construccio

Pas 1i2. Amb centres en Aien Biradis AB i BA, tirem sengles circumferéncies. [C]

Es tallen pel punt C.'
Pas 3. Unim CambAiamb B. [R]

El triangle AACB és equilater. &
Com sabem que és equilater? La resposta és facil.

Demostracio

Per la definicid de circumferencia, AC = ABiBC = BA, amb AB = BA [és el mateix segment] i
Nc 1 [nota 20].

Es a dir, AC = BC = AB. El triangle és, doncs, equilater. 'Y
Corol-lari. Es possible dimidiar el segment AB.
Construccio

La recta CD (figura 5) dimidia el segment AB. &

19. Es un principi de raonament acceptat per Euclides: Nc 3. [Pla:2018], p. 85.
20. Pas 6 de la demostracié anterior. [Pla:2018], Nc 1, p. 85.
21. Nota 6 (pagina 68).
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Exercici 2. Demostreu-ho.?

Queé passaria, perd, si el compas estigués rovellat i només admetés una obertura fix. Es a dir, i
si només admetia un radi?

1.3.2. Elregle i el compas rovellat

El segle x, el matematic i astronom irani Muhammad Abu-I-Wafa, conegut com Abu-I-Wafa,
940—~998) va escriure un obra forca extensa en la qual va incloure un capitol Sobre les parts
de la geometria que podem fer amb un compas rovellat?® en qué donava resposta afirmativa a
la pregunta:

Pregunta. £s possible fer les mateixes construccions amb un compas rovellat i un regle?

Curiosament, aquest problema fou tractat i estudiat també per altres matematics.?* Al se-
gle x1x, el matematic suis Jakob Steiner (1796-1863) va publicar un llibret de geometria, Les
construccions geométriques que podem fer amb un regle i un sol cercle,?> donant resposta a un
suggeriment del matematic frances Jean-Victor Poncelet 1788-1867).

El problema d'Abu-I-Wafa es pot complicar una mica més. En lloc de disposar d'un com-
pas rovellat que permet fer circumferéncies d'un radi fix amb centres diversos, podem fer el
mateix disposant d'una Unica circumferencia, collocada en un centre fix i inamovible pero
conegut??®

1.3.2a. Tres construccions possibles?’
1.3.2a,. La perpendicular a un segment per un extrem seu
Problema 1. Volem tirar una perpendicular per un extrem d’un segment donat AB.

Analitzem dos casos:

1) Quan el compas no té memoria i, de retruc, quan en té.
2) Quan el compas esta rovellat (figures 7 i 8).

22. Com hem vist, en les construccions amb el compas sense memoria, en cada actuacid, un cop fixat el
centre i el punt pel qual passa la circumferéncia el compas no s'aixeca. Ara bé, en actuacions diferents el compas pot
adoptar amplades —radis— diferents, que son determinades pel centre i el punt donats.

23. Kitab fi ma yahtdj ilayh al-sani’ min al-a'mal al-handasiyya. Vegeu, en linia, https://shs.hal.science/
halshs-00645624, que permet descarregar el document en pdf.

24. Enlinia a https://shs.hal.science/halshs-00645624, que permet descarregar el document en pdf.

25. Die geometrischen Constructionen ausgefiihrt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises. En linia a
https://books.google.es/books?id=kdI3AAAAMAAJ.

26. [Martin:1998], capitol 6, p. 97-105. O bé, en linia: https://en.wikipedia.org/wiki/Poncelet%E2%80%93
Steiner_theorem.

27. [Berggren:1986], p. 92-96. Mostra cinc construccions.


https://shs.hal.science/halshs-00645624
https://shs.hal.science/halshs-00645624
https://shs.hal.science/halshs-00645624
https://books.google.es/books?id=kdI3AAAAMAAJ
https://en.wikipedia.org/wiki/Poncelet%E2%80%93Steiner_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Poncelet%E2%80%93Steiner_theorem
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Exercici 3. Proveu que tot el que es pot fer amb un compas sense memoria es pot fer amb
un que si que en té.

Cas 1. El compas no té memoria o en té, és a dir, és lliure. Com hem indicat a la nota 2
(pagina 66), aixdo ho hem fet amb un compas sense memoria. Pel que fa al compas lliure,
vegeu l'exercici 3.

Cas 2. El compas esta rovellat. Només admet una obertura (figures 6 i 7).

Figura 6. Compas rovellat. Figura 7. Us del compas rovellat.
Construccio
Pas 1. Tirem una circumferencia que determina un punt C del segment AB [o de la seva
prolongacio]. [Compas rovellat amb centre en A]

Pas 2. Tirem una circumferéncia que passa per A. [Compas rovellat amb centre en (]

Es tallen pel punt D.
Pas 3. Tirem una circumferéncia que passa per A. [Compas rovellat amb centre en D]
Pas 4. Tirem la recta que passa per CiD. [Regle]

Tallem la circumferencia del pas 3 pel punt G.
Pas 5. Unim Gi A. [Regle]

El segment GA és perpendicular al AB pel punt A, com voliem (figura 7). &
Exercici 4. a) Proveu que, en tots dos casos, hem aconseguit el que voliem, és a dir, el seg-

ment perpendicular GA. [Indicacié. Els dos angles que el segment GA determina en la recta
AB sén iguals, segons la definicié d’Euclides].?®

b) Val també la demostracio, si el punt C cau en la prolongacié del segment AB?

¢) Amb aquesta construccid, podem determinar el punt mitja M de AB.

28. [Pla:2018], Di11,p.77.
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1.3.2a,. Podem dimidiar un segment?’

Considerem un segment AB.

Problema. Ens proposem dimidiar-lo fent servir un compas rovellat com el de la figura 8 (pagi-
na77).

Figura 8. Dimidiem un segment amb un compas rovellat.
Construccio

Pas 1. Pels punts A i B, aixequem les perpendiculars (figura 9).[1.3.2a,]

Figura 9. Recta parallela per un punt extern amb compas rovellat.

Pas 2. Amb centre en els punts A i B, tirem les circumferencies (No les hem dibuixat). [C
rovellat]

29. En el corollari de la pagina 74, hem vist que ho podem fer amb un compas lliure.
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Tallem les perpendiculars pels punts Ai B per Ci D, respectivament.
Pas 3. Unim els punts Ci D. [Regle]
Tallem el segment AB pel punt M.

Aquest és el punt buscat. &
Exercici 5. Proveu-ne la veracitat.
1.3.2a3. La paral-lela a una recta per un punt exterior a ella.

Acabem aquest paragraf construint la recta parallela a una recta que passa per dos punts A i B
per un punt exterior P a ella.

Ho farem només amb un compas rovellat.>
Tenim una recta que passa pel punt Ai Biun punt P exterior a ella.

Volem tirar una recta parallela a la recta AB pel punt P (figura 10).

Figura 10. Doblar un segment.
Construccio

Pas 1. Unim els punts de la recta AB amb el punt P. [R]
Pas 2. Triem un punt C de la recta AP.
[C rovellat amb centre en P]
Pas 3i4. Tirem les rectes BC i la que passa pel punt C i el punt mitja M de AB.
[Ri exercici 4c]
Aquesta segona talla la recta BP pel punt D.
Pas 5. Tirem larecta AD. [R]
Talla la BC pel punt Q.

30. [Pla:2018], Ei31,p. 128.
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Pas 6. Tirem la recta PQ. [R]

Es la recta paral-lela buscada. &

Exercici 6. Proveu que la recta PQ és paral-lela a la AB. [Indicacid. Apliqueu la definicid de recta
parallela3']

Nota 2. Segons el gedmetra Francesco Severi (1879-1961), n'hi ha prou amb un arc de cir-
cumferencia de centre conegut i el regle.

1.4. El compas sol [sense memoria]

El segle xvii, el matematic danés Georg Mohr (1640-1697) va escriure Euclides danicus (Ams-
terdam, 1672), un text en qué demostrava que totes les construccions dels Elements d’Euclides
que es poden fer amb regle i compas, també es poden fer només amb compas. Malaura-
dament, aquest petit opuscle va passar desapercebut fins al segle xix quan fou redescobert
pel matematic italia Lorenzo Mascheroni (1750-1800) que el va publicar en I'obra Geometria
del Compasso (Pavia, 1797). Per aquesta rad, el resultat es coneix com el teorema de Mohr-
Mascheroni.

En aquesta construccié tots els punts, que en les altres construccions s'obtenien tallant dues
rectes o una recta i una circumferencia, s’han d’obtenir tallant dues circumferéncies, perque,
en no disposar de regle, no podem tirar rectes.3?

Per tal de copsar, com en els casos anteriors, com funciona aquesta técnica presentem algu-
nes construccions.

D’entrada, cal que parem esment que ara un segment queda determinat pels seus extrems.
El segment no hi és perqué no tenim regle.33

1.4.1. La duplicacio d’un segment donat

Problema. Donats els punts A i B —de fet, el segment AB—, volem determinar un segment AC
exactament igual al doble de AB.3*

Tenim dos punts Ai B.

Utilitzant només el compas, volem determinar un punt C de manera que (el A i C sigui el
doblede(l)AiB.

31. [Pla:2018],Di 11, p. 78.

32. En podem veure una introduccié senzilla a [Courant i Robbins:1941], p. 154-158, i completa a
[Martin:1998], p. 53-68.

33. Nosaltres, pero, dibuixarem un linia molt subtil de punts que, de fet, no hi és, perqué ajuda a la
imaginacié basada en el costum. Els punts donats els representem amb ® grossos; els punts que ens disposem a
construir amb o, petits, i el que volem trobar perqué determina el segment que busquem amb un © més gran.

34. Amb compas sol, només coneixem els extrems A i B del segment, que designarem AB, i recordem que
els altres punts del segment, si no s’han construit amb compas sol, no hi sén.
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Exercici 7. a) Vegeu la figura 10 i proveu que [el segment] A i C fa el doble que [el] A i B.
lindicacid. Es facil. Cal fer els vértexs de mig hexagon regular inscrit en el cercle de centre B
que passa per A [o a I'inrevés] i considerar C.]

b) Proveu que, si podem fer el segment AC = 2AB = AB + AB, també podem fer el AD =

AB + -n-)- + AB, on n és un nombre natural.

1.4.2. El punt simétric d’un punt respecte d’'un segment donat

Problema. Donats un segment d’extrems A i B i un punt arbitrari P, volem determinar el punt Q,
simétric del punt P respecte de la recta AB.3

Construccio

Pas 1i2. Amb centres Ai B, tirem les circumferencies que passen per P. [C]

Es tallen en Q, el simétric de P respecte de AB. &

Figura 11. Simétric d’un punt P respecte d'una recta AB.

Exercici 8. Proveu-ho.

1.4.3. El punt mitja d’'un segment

Problema. Volem determinar el punt mitia M del segment d’extrems A i B.

a) Sidisposem de regle i compas, és un pro-  b) Sino disposem de regle, les coses es com-
blema que es resol immediatament. pliquen, perque no podem tirar els seg-
ments d'extrems AiB,iCiD.

35. Lafigura 5 (pagina 74) suggereix la manera de fer-ho. Per anar-nos-hi acostumant, en certes ocasions
no dibuixarem els segments rectilinis ja que no tenim regle.



Construccio

Pas 1i 2. Considerem les circumferéncies de
centres Ai B que passen per Bi per A.

Es tallen pels punts Ci D.
Pas 3 i 4. Tirem els segments ABi CD [R].

Es tallen pel punt M, que és el punt que
busquem. &
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Pas 1. Determinem un punt C que faci que

el segment d’extrems A i C sigui el doble del
d'extrems AiB.[§1.4.1]

Pas2i3.AmbcentresAiC, tirem les circumfe-
réncies que passen per Bi A, respectivament.
(@]

Es tallen pels punts Di E.

Pas 4. Amb centres D i E, tirem les circumfe-
réncies que passen per A. [C]

Es tallen pels punts Ai M.

El punt M és el punt buscat. '

Exercici 9. Proveu la validesa de les dues construccions. [Indicacié. La de I'esquerra és facil.
Peraladeladreta, apliqueu la semblanca dels triangles isosceles A ADC i A AMC, i obtindreu

1 _ AD _ AM : 1
que 5 = % = 75 b de retruc, AM = 5 AD]

1.4.4. El punt mitja d’un arc de circumferéncia donat

Problema. Donat un arc de circumferéncia AB d’extrems A i B i centre O, volem dimidiar-lo, és a

dir, volem trobar un punt mitja M de I'arc AB.

Figura 12. Punt mitja d’un arc AB.
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Construccio

Passos 1i2. Amb centres A i B, tirem les circumferéncies que passen per O. [C]
Es tallen en el punt O.

Passos 3 i 4. Tirem les circumferencies de centres A i B que passen per Bi A. [C]
Es tallen amb les anteriors per Pi Q.

Passos 5i6. |,amb centres P i Q, les que passen per Qi P. [C]
Es tallen pel punt F, obviament.

Pas 7. El punt mitja M del segment FO és el segment buscat. [§1.4.2] &30

Exercici 9. Proveu-ho.

1.4.5. Lasuma i la resta de dos segments amb un vértex comu

Problema. Donats els segments AO i OB, volem aconseguir els punts C i D de manera que AC =
AO + OBiAD = AO — OB ([figura 14a)].>’

Figura 13. La sumai la resta de dos segments.

Construccio

Pas 1. Amb centre en O, tirem la circumferéncia de radi OB. [Compas]
Pas 2. Considerem el simétric B’ de B respecte de la recta AO. [§1.4.2, pagina 80]

Pas 3. Els punts mitjans C i D dels arcs BCB' i BDB' [§1.4.4, pagina 81] son els punts bus-
cats. &

Exercici 10. Proveu que:

a) El punt B’ es troba damunt la circumferéncia de centre O i que passa per B.
b) Efectivament, AC = AO + OB, i AD = AO — OB.

36. Aquestes quatre operacions, que poden semblar molt simples, sén d’un gran utilitat.
37. Es elemental, ja que, amb el regle, podem dibuixar la recta AO. Amb centre en O i radi OA fem la
circumferéncia que talla AO pels punts C i D que estan evidentment alineats.
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1.4.6. El trasllat d’'un segment a un punt

Un fet moltimportant és que el compas sense memoria té memoria perqué podem traslladar
un segment donat AB a un punt donat C.

Figura 14. Traslladem AB al punt C.
Construccio

Pas 1. Fem el triangle equilater de costat AC, és a dir, el punt D. [C sense memoria]
Pas 2. Considerem el punt mitja M del segment AC. [§1.4.3, pagina 80]
Pas 3. | el punt simétric E de A respecte de DM [§1.4.2, pagina 80]

El segment CE té la longitud de AB i un extrem en el punt C, donats. &

Veiem ara un resultat que depen del fet que el compas té memoria.

1.4.7. La quarta proporcional de tres segments

Problema. Volem determinar la quarta proporcional de AB, CD i EF.

Construccio

Pas 1. Per un punt arbitrari O, tirem les circumferéncies de radis CD i AB [figura 15]. [C amb

memoria]

Pas 2. Per un punt P de la gran [de radi CD], tirem una circumferéncia de radi EF. [C amb
memoria]

Es tallen pel punt Q.

Pas 3. Siguin Mi N els punts que determinen les diferencies OM i ON dels dos radis. [§1.4.5,
pagina 82]

El segment MN és la quarta proporcional dels segments donats.3® &>°

38. Quina elegancia!
39. Enaquest cas, % = %. Analogament, es farien els altres casos possibles.



84+ noubiaix 51

Figura 15. La quarta proporcional.

Exercici 11. Proveu la validesa de la construccié per obtenir allo que volem.

1.4.8. La mitjana proporcional de dos segments
Un altre problema geomeétric és el seglient:

Problema. Volem dividir un segment donat en dues parts de manera que el rectangle de costats
les parts sigui equivalent a la d’'un quadrat donat.*°

Donats el quadrat [1PQ i un segment ED, volem trobar un punt A de ED que determini un
rectangle de costats EA i AD equivalent en area a LIPQ.

Figura 16. La mitjana proporcional.

Construccio

Pas 1. Dimidiem el segment donat ED pel punt O [§1.4.3, pagina 801.

40. Cal que el costat del quadrat sigui més petit que la meitat del segment donat.
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Pas 2. Per ell, tirem mitja circumferéncia de radi OE [C].

Passos 3 i 4. Pel puntE, tirem la perpendicular EF a ED de longitud igual al costat del quadrat
[§1.3.2a,, pagina 75 i C].

Passos 5i 6. Pel punt F, tirem la perpendicular a EF i considerem el punt H pel qual talla la
semicircumferéncia del pas 2,' i, pel punt H, al segment ED, i considerem el punt A pel

qual talla ED.

El punt A és el punt buscat.*? &+

1.4.9. Amb un compas sol podem fer el mateix que amb el regle i el compas

Ara podem resoldre la qliestié primordial:
a) Com podem determinar els punts pels quals es tallen una recta i una circumferéncia?
b) Com podem determinar el punt pel qual es tallen dues rectes?

1.4.9a. Els punts de tall d’'unarecta i una circumferéncia

Problema. Donada una circumferencia de centre O i radir i una recta que passa pels punts Ai B,
volem trobar els punts de tall P i Q.

Construccio Es realment facil [figura 174].

Pas 1. Sigui M el punt simétric de O respecte de AB. [§1.4.2, pagina 80]*
Pas 2. Amb centre en el punt Miradi r, tirem una circumferéncia. [C amb memoria]

Es tallen pels punts P i Q, que sén els punts que buscavem. '

Figura 17. Els punts de tall d’'una circumferéncia de centre donat i una recta, i de dues rectes.

41. Tenim un diorisma. Cal que el costat del quadrat sigui més petit o igual que la meitat del segment ED

donat.
42. Quina elegancia!
43. De fet, hem determinat la mitjana HA dels segments EA i AD, és a dir, el rectangle de costats EA i ED

equival al quadrat donat.
44. Hem refet el dibuix que el determina. Podriem, doncs, haver suprimit I'item 1.4.2 (pagina 80).



86° noubiaix 51

Exercici 12. Proveu la validesa de la construccié per obtenir allo que volem.
1.4.9b. El punt de tall de dues rectes

Problema. Donades dues rectes que passen pels punts Ai B, i C i D, volem trobar el punt P pel
qual es tallen.

Aquest problema, forca més delicat, és adequat per aplicar el metode de I'analisi platonica.
Suposem-lo resolt, i sigui P el punt que el resol.

Que se n'extreu d'aixo [figura 17b]?

Analisi

D’entrada, observem que les rectes que passen per Ci P, i per D i P, ho fan pels simétrics D' i
C'de DiC, respecte de la recta d’extrems A i B.%

Ara, tal com hi ha escrit a la part de dalt de la figura [figura 17b], hem de determinar un
segment CP que sigui la quarta proporcional dels segments CC’, DD' i CC’' + DD'.

Per tant,
Construccio
Pas 1. Considerem els punts C’' i D’ simétrics dels C i D respecte de la recta que passa pels

punts AiB.[1.4.2, pagina 80]

Pas 2. Determinem el segment que equival a la suma dels segments CC' i DD'. [§1.4.5, pagi-
na 82]

Pas 3. Determinem el segment CH que equival a la quarta proporcional de CC’,DD’ i el seg-
ment suma obtingut al pas 2. [§1.4.7, pagina 83]

Pas 4. Fem les circumferéncies de centres Ci C’ i radi CH. [C amb memoria]

Es tallen pel punt P que busquem. &

Exercici 13. Proveu la validesa de la construccié per obtenir alldo que volem.

1.4.10. El centre d’una circumferéncia donada com a simple figura

En algunes ocasions, hem suposat que utilitzavem una circumferéncia de la qual en conei-
xiem el centre 0.

45. Malgrat que no tenim regle, hem dibuixat les rectes per ajudar a la imaginacio.
46. Siconeixem el centre, el radi no cal coneixer-lo, si coneixem el centre. Només cal agafar un punt arbitrari
P de la circumferéncia. Aleshores, el segment d’extrems O i P és el radi.
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Ara ens preguntem si és possible evitar aquesta limitacio.

Problema Volem determinar el centre de la figura d’una circumferéncia donada.
Construccio

Es realment facil [figura 18].

Considerem dos punts arbitraris Ai B de C.

Figura 18. El centre d'una circumferéncia.

Pas 1. Per B, per exemple, tirem la perpendicular al segment d’extrems A i B.[Nota 1, pagina
68]

Talla la circumferencia C pel punt D. [§1.4.6a, pagina 83]
Pas 2. Cerquem el punt mitja O del segment d’extrems A i D. [§1.4.3b, pagina 80] '

Nota 3. En la figura de la dreta i en I'exercici 9 de la pagina 82, hem vist que la semblanca
dels triangles A ADC i A AMC permet establir ;‘—? = % i, de retop, AD? = AC x AM.

Aixd ens porta a establir un concepte geometric nou: la inversié d’'un punt respecte d'una
circumferéncia, que, de retop, permet també determinar el centre d’una circumferéncia.”’
1.5. El regle sol

Un cop esbrinada la poténcia de la circumferencia sola, sembla natural que els geometres es
preguntessin quina és la del regle sol. La resposta és:

Només amb un regle no podem fer tot allo que es pot fer amb regle i compas.
De fet, no és possible construir la mitjana proporcional de dos segments.

Aquesta quiestio se la va plantejar Steiner, motivat pel resultat de Mascheroni. Va ser, preci-
sament, quan intentava resoldre aquesta questié que es va adonar que, si disposava d’'una

47. Nosaltres ometem aquesta nova aportacié. Tanmateix, el lector interessat pot consultar qlestions
relacionades amb la inversié a [Courant i Robbins:1941], p. 154-155.
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circumferéncia —de fet, n’hi ha prou amb un arc de circumferéncia—,*® podia fer el mateix
que amb el regle i el compas.* En va proporcionar una solucié geométrica.”®

Martin, en canvi, proporciona una presentacié basada en I'ds dels nombres, un objecte que
no havia aparegut fins ara i del qual en parlarem més endavant a §4 (pagina 92).%"

En tot el que hem fet nosaltres fins aqui, només hem necessitat la geometria, seguint la men-
talitat dels Elements d’Euclides. No ens han fet falta els nombres per a res.

2. Els tres problemes classics

Ara bé, els grecs es van plantejar, per generalitzacio, tres problemes geométrics que es conei-
xen com els tres problemes classics.

2.1.Preambul. La duplicacid del quadrat i la dimidiacié de I'angle

2.1a. Problema. Amb regle i compas, podem doblar un quadrat.

Es a dir, donat un segment AB, amb regle i compas en podem fer un altre AC el quadrat del
qual equival al doble del de costat AB (figura 18a).

Figura 19. Duplicar el quadrat i dimidiar I’angle.
Construccio

Pas 1. Fem el quadrat de costat AB, [1ABCD [Ri C, §1.3.2a;, pagina 75
Pas 2. Unim els vértexs Ai C.

[R] &

Exercici 18. El quadrat LJACEF, de costat AC, és el doble del L1ABCD de costat CD. [Indicacid.
Per descomposicié tangram.]

48. Nota, pagina 79.

49. Podem veure una sintesi del treball de Steiner en la seccié vii del capitol 4 de [Courant i Robbins:1941],
p. 209-210.

50. [CourantiRobbins:1941], p. 209-210, recorre a la geometria projectiva.

51. [Martin:1998], capitol v, p. 69-82.
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2.1b Problema Amb regle i compas, podem dimidiar un angle.

Es a dir, donat I'angle MON podem determinat el punt C que fa que la recta que l'uneix amb
O determini dos angles iguals MOC i CON (figura 18b).

Construccio

Pas 1. Amb centre en el vertex O de I'angle i radi arbitrari, tirem un arc de circumferéncia. [C]
Talla els costats de I'angle pels punts Ai B.

Pas 2i3. Amb centre en els punts de tall A i B, tirem els arcs de circumferéncia que passen
per l'altre punt. [C]

Es tallen pel punt C.
Pas 4. Tirem la recta que uneix els punts Oi C. [R]

Aquesta recta bisectriu dimidia I'angle /\7—07\1; ésadir, MOC = CON. &

2.2.Els poligons regulars construibles amb regle i compas

No és un problema classic greci ja n’hem parlat a §1.2.2ai 1.2.2b (pagina 70).

2.3.La quadratura del cercle

En els Elements d’Euclides s'estableix que tota figura poligonal és quadrable. Es a dir, es pot
fer un quadrat de la mateixa superficie que la figura poligonal.

Tot es basa en tres fets:

a) Dos triangles que tenen les bases i les altures iguals, encara que tinguin una forma dife-
rent, tenen la mateixa superficie.

b) Tot triangle equival en superficie a un rectangle construible a partir d'ellamb Ri C.

¢) Totrectangle és quadrable, i el quadrat es pot construiramb R i C. e

Es natural, doncs, que els gedmetres grecs es preguntessin: Hi ha figures limitades per arcs de
circumferéncia, construibles amb regle i compas i quadrables? | el cercle, ho és? Hipocrates
de Quios (470 aC-410 aC) va proporcionar tres [inules que complien les dues condicions.>?

Aquest problema que, geomeétricament, sembla analeg als altres és de naturalesa algebraica
absolutament diferent i, per tant, no l'analitzarem.>3

52. [Pla:2010], capitol 3, §2, p. 93-105. [Pla:2016], §3.4.5i §3.4.7, p. 234-236, i 238-248.
53. Si ho voleu fer, vegeu [Pla:2016], §3.4.5 i §3.4.7 item 4, p. 234-236 i 244-249. Es d'un interés notable el
text d'Aristotil, §A.6.13.2¢;, [Pla:2016], p. 434-435.
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2.4.Generalitzem

Es natural —i propi de la matematica— plantejar-se els problemes que sorgeixen per genera-
litzacio.

En concret,

Problema. Amb regle i compas, és possible:

a) duplicar el cub?
b) trisecar I'angle?

Figura 20. Duplicar el cub i trisecar I'angle.

Es a dir,

a) Donat un cub de vértexs diametralment oposats A i H (figura 20a), volem determinar el
de vertexs diametralment oposats Bi S de volum doble al del donat.

b) Donatunangle BAC (figura 20b), volem determinar els punts D o E de manera que larecta
que passa pels punts A, i D o E determini els angles BAD o BAE iguals a una tercera part o
a dues terceres part del donat.>*

Els gedmetres grecs van trobar moltes maneres de resoldre aquest problema —o bé inven-
tant corbes que en ser tallades entre si, 0 amb un cercle, aconseguien el punt desitjat, o bé
creant ginys geométrics que ho fessin—, perd no van trobar la manera de fer-ho amb regle i
compas.”

La pregunta natural és:

a) No eren prou habils?
b) No es potfer?

Estaven convencuts que no era possible fer-ho.>®

Pero la demostracié matematica precisa trigaria molts segles. Calia que s’hagués canviat de
paradigma i que la geometria s’lhagués algebraitzat gracies a les aportacions dels matematics
arabs i dels del Renaixement italia.

54. Si podem trobar un trisector també podem trobar l'altre, ja que sabem dimidiar angles.
55. [Pla:2026] com a sintesi de la qliestié.
56. [Pla:2026], §4.1.2f, p. 89.
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En sintesi, es necessitava I'aportacio que l'insigne filosof René Descartes (1596-1650) va fer
en la Geométrie,” un dels tres apéndixs de Le discours de la méthode (1637).

Dos-cents anys més tard (1837), amb 23 anys, Pierre-Laurent Wantzel (1814-1848) responia la
pregunta en un article de set pagines en qué establia:

Els nombres reals construibles amb regle i compas sén solucions d’un polinomi irre-
ductible en una variable x i amb els coeficients racionals de grau amb una poténcia
de2.°8

3.1 apareixen Descartes i la seva Geometria

Una sintesi breu de I'epistemologia algebraica de la geometria cartesiana,”® basada en 'alge-
bra heretada dels arabs i desenvolupada pels matematics italians del Renaixement i, en I'al-
gebra sincopada i literal, és la segiient:

3.1.Les operacions numeriques que provenen de I'is del regle i el compas de segments amb nom

La idea de Descartes és molt simple.

3.1.1. Els segments tenen nom

Consisteix a donar nom als segments rectilinis, és a dir, a atribuir-los el valor de la seva longi-
tud, un cop fixat un segment unitat, tant si aquesta longitud és racional o irracional, coneguda
o desconeguda.®®

Aixi, doncs, tenim un segment de «<nom» 1 i aleshores assignem a cada segment un nombre
abec...xyz%

3.1.2. Les operacions algebraiques de les construccions amb regle i compas

La qliesti6 és: com podem traduir a I'algebra dels <noms» —dels nombres— alld que obtenim
quan, en geometria, fem construccions amb regle i compas?

57. El capitol primer de La géométrie de René Descartes és un text excellent i molt entenedor, i constitueix
un bon text per comencar a llegir originals matematics. En sintesi, conté el que es diu a §3.1.2 i, atés que dipsosem
de +, —,-,~ i/, es poden resoldre les equacions de primer grau i segon grau X +a = 0i Y2 + bY + ¢ = 0,amb

regle i compas,jaque X = —aiY = Tbt/brdac V:L“”. A més, el text proporciona com cal fer-ho geometricament [Pla i
Viader:1999], capitol 1, p. . Per a una descripcié dels trencaments epistemologics de les aportacions geomeétriques
del filosof francés en relacié amb el pensament grec, [Pla:1987].

58. [Wantzel:1837], §lll, p. 368.

59. Recordem que, de vegades, Descartes signava amb el nom llatinitzat Cartesius.

60. Els nombres racionals eren els Gnics que acceptaven els matematics grecs i constituien la base de la seva
aritmética. Els irracionals, en no ser expressables com a parts aliquotes de 1, no eren acceptats. Per a un gedmetra
grec, la diagonal d'un quadrat de costat 1, si bé és construible amb regle i compas, té una longitud que no és
commensurable. Per tant, no li podem assignar cap nombre. Podem veure les definicions 1, 2 i 3 del llibre vi, dels
Elements d’Euclides. [Pla:2020], p. 87-88.

61. Descartes proposa les primeres lletres —a,b,c, ... — per als valors que suposem donats i les darreres
—x,y,z— per als valors desconeguts que busquem.



92 noubiaix 51

3.1.2a. La suma i la resta. Es clar que donats dos segments a i b, podem construir un seg-
ment de nom a + b i un altre de nom a — b (§1.4.5a, pagina 82).

3.1.2b. La multiplicacié i la divisié. Donats els noms 1,a i b, podem determinar el nom dels

. ’ . . _ sy b .
segments quarta proporcional d’ells. Si busquem x i y de manera que § = i 2 = 7, tenim
quex = piquey =a-b.

3.1.2c. L'arrel quadrada. Donats 1i g, s'obté geométricament buscant la mitjana proporcio-
nal dels segments de longitud 1 i a. En efecte, si z designa aquesta mitjana, z2 = a i, de retop,

z=,/a.

4. Cloenda

Si bé, com déiem, I'eina algebraica ens permet demostrar rigorosament la impossibilitat de
resoldre els dos problemes classics amb R i C, hi ha un métode geomeétric, la papirofiéxia o
origami, que permet resoldre’ls. Com hem indicat en la introduccio, dedicarem un segon ar-
ticle a veure, a poc a poc com hem fet en aquestes pagines, els passos que porten a aquestes
solucions.5?
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